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ユークリッド空間の曲線は、古くから多くの研究者によって調べられてきた対象であり、現在もさ
まざまな観点から研究が続けられている。しかしながら、従来の空間曲線の微分幾何的理論では、
対象とする曲線の速度ベクトルと加速度ベクトルが消えてはいけないという制限があった。この古
典的な理論に対し、本多俊一・高橋雅明による枠付き曲線の理論 ([1])は、より緩い条件の下で曲
線を扱うことができる。そこで本論文では、古典的空間曲線論で調べられてきたベルトラン曲線と
定傾曲線を枠付き曲線の理論を用いて一般化し、それらの幾何的性質を調べた。
1 枠付き曲線
なめらかな写像 p : I → R3 と pに沿う互いに直交するなめらかな単位ベクトル場 ν1,ν2 : I →
R3 の組 (p(t),ν1(t),ν2(t))が枠付き曲線であるとは、〈p˙(t),ν1(t)〉 = 〈p˙(t),ν2(t)〉 = 0, t ∈ I を
満たすこととする。このとき、ν3(t) := ν1(t)× ν2(t) として、
l(t) := 〈ν˙1(t),ν2(t)〉, m(t) := 〈ν˙1(t),ν3(t)〉, n(t) := 〈ν˙2(t),ν3(t)〉, α(t) := 〈p˙,ν3(t)〉
で定義される 4つ組 (l(t),m(t), n(t), α(t)) を枠付き曲線 (p(t),ν1(t),ν2(t))の曲率という。
古典的な空間曲線論では、pが |p˙| = 1, |p¨| ̸= 0を満たすとき (このような pを以下では古典的と
呼ぶことにする)、単位接ベクトル T、主法線ベクトルN、従法線ベクトルB と曲率 κ、捩率 τ が
定められる。このとき、(p(t),N(t),B(t))は (τ(t),−κ(t), 0, 1)を曲率とする枠付き曲線である。
2 枠付きベルトラン曲線
古典的な空間曲線 p : I → R3 が (古典的空間曲線論における)ベルトラン曲線であるとは、pと
は異なる曲線 p˜ : I → R3 が存在して、p(t)における主法線と p˜(t)における主法線が一致すること
であった ([2])。本論文では、これを枠付き曲線論の枠組みで次のように一般化した。
定義 枠付き曲線 (p(t),ν1(t),ν2(t)) が枠付きベルトラン曲線であるとは、枠付き曲線
(p˜(t), ν˜1(t), ν˜2(t))で p˜(t) ̸≡ p(t)を満たすものが存在して、
(i) (p(t)におけるν1(t)方向の直線) = (p˜(t)におけるν˜1(t)方向の直線) , t ∈ I
(ii) ν1(t) = ν˜1(t), t ∈ I
(iii) n(t) = n˜(t), t ∈ I
が成り立つこととする。
さらに、この枠付きベルトラン曲線は曲率を用いて次のように特徴付けられることを示した。
定理 1 枠付き曲線 (p(t),ν1(t),ν2(t))が枠付きベルトラン曲線であるための必要十分条件は
(1) ある a, b ∈ R, b ̸= 0が存在して、al(t) + bm(t) = α(t), t ∈ I が成り立つ。
または
(2) l(t) ≡ 0
のどちらかを満たすことである。
pが古典的な場合、(p(t),N(t),B(t))にこの定理を適用すると、条件 (1), (2)はそれぞれ
(1)′ ある a, b ∈ R, a ̸= 0が存在して、aκ(t) + bτ(t) = 1, t ∈ I が成り立つ。
(2)′ τ(t) ≡ 0
となり、古典的曲線論において知られているベルトラン曲線の特徴付けを与える。
3 枠付き定傾曲線
枠付き曲線 (p(t),ν1(t),ν2(t)) で、ある定ベクトル a ∈ R3, |a| = 1 が存在して、ν1(t), ν2(t),
ν3(t)がそれぞれ aと一定の角をなすものを、本論文では枠付き定傾曲線と定義し、次の定理が成
り立つことを示した。
定理 2 枠付き曲線 (p(t),ν1(t),ν2(t)) が枠付き定傾曲線であるための必要十分条件は、その曲
率が
l(t) : m(t) : n(t) = 一定
を満たすことである。
pが古典的である場合、(p(t),N(t),B(t))が枠付き定傾曲線であることと pが (古典的空間曲
線論で言う)定傾曲線であることは同値であり、定理 2は定傾曲線について知られている必要十分
条件 (「曲率と捩率の比は一定である」)を与える。
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